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CONTRE-EXEMPLES AU PRINCIPE DE HASSE POUR
CERTAINS TORES COFLASQUES
par
R. de la Brete`che & T.D. Browning
Re´sume´. — Nous e´tudions le comportement asymptotique du nombre de varie´te´s dans une
certaine classe ne satisfaisant pas le principe de Hasse. Cette e´tude repose sur des re´sultats
re´cemment obtenus par Colliot-The´le`ne [3].
1. Introduction
Nous nous inte´ressons a` la fre´quence de contre-exemples au principe de Hasse dans une
famille de varie´te´s alge´briques de´finies sur Q. Les courbes de degre´ 3 dans P2Q sont l’objet
du travail de Bhargava [1]. Le cas des surfaces de Chaˆtelet a e´te´ re´cemment e´tudie´ par La
Brete`che et Browning [2].
Le but de cet article est de faire de meˆme pour les varie´te´s affines Y ⊂ A6Q, de´finies par
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = c, (1.1)
avec a, b, c ∈ Q∗. L’arithme´tique de Y a e´te´ e´tudie´e par Colliot-The´le`ne [3, §5], qui
a notamment montre´ que le choix de coefficients (a, b, c) = (13, 17, 5) donne un contre-
exemple au principe de Hasse. Notre investigation quantitative est fonde´e sur son travail.
La varie´te´ Y est un espace principal homoge`ne du tore coflasque
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = 1.
D’apre`s un re´sultat de Sansuc [5, Cor. 8.7], l’obstruction Brauer–Manin est la seule ob-
struction au principe de Hasse. Soit Y c une Q-compactification lisse de Y et Y c = Y c×QQ.
Une caracte´ristique inte´ressante de Y est le fait qu’il existe un ge´ne´rateur universel explicite
pour le groupe de Brauer Br(Y c)/Br(Q) = H1(Gal(Q/Q),Pic(Y c)).
En fait, suite a` [3, Thm. 4.1], si a, b, ab ∈ Q∗ r Q∗2 on a Br(Y c)/Br(Q) = Z/2Z avec
l’alge´bre de quarternions (x2−ay2, b) ∈ Br(Q(Y )) comme ge´ne´rateur, tandis que, si l’un des
a, b, ab est dans Q∗2, Y est Q-rationnelle, et donc Br(Y c)/Br(Q) = 0. Nous utilisons cette
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description explicite pour de´terminer la fre´quence a` laquelle il existe des contre-exemples
au principe de Hasse pour les varie´te´s (1.1).
Nous parame´trons les varie´te´s Y par l’ensemble
S = {(a, b, c) ∈ (Z r {0})3 : a, b, c sans facteur carre´ et c > 0}. (1.2)
Il est e´vident que toute Q-varie´te´ (1.1) est Q-isomorphe a` la varie´te´ de´finie par la meˆme
e´quation avec (a, b, c) ∈ S. Notre inte´reˆt principal est de de´terminer la re´partition des
e´le´ments de S tels que Y (Q) est vide (ou non-vide). A` la lumie`re de [3, Prop. 5.1(a)],
pour toute place v de Q et chaque (a, b, c) ∈ S, on a Y (Qv) 6= ∅. Il n’y a donc jamais
d’obstruction locale pour l’existence de Q-points.
Soit S(P ) = {(a, b, c) ∈ S : max{|a|, |b|, c} 6 P}, pour P > 1. Nous estimons asympto-
tiquement, lorsque P tend vers l’infini, le cardinal
NBr(P ) = #{(a, b, c) ∈ S(P ) : Y (Q) = ∅}.
Notre re´sultat principal est le suivant.
The´ore`me 1.1. — Lorsque P > 2, on a
NBr(P ) =
τ1P
3
logP
− τ2P
3
(logP )
3
2
+O
(
P 3
(logP )2
)
,
ou`
τ1 =
45
π5
∏
p>2
(
1 +
1
2p(p+ 1)
)
+
15
π5
∏
p>2
(
1 +
(−1) p−12
2p(p+ 1)
)
,
τ2 =
153
16π
7
2
∏
p
(1− 1
p
)
1
2
(1 + 1
p
)
(
1 +
3
2p
+
1
p2
)
.
La diffe´rence Nglob(P ) = #S(P ) − NBr(P ) est le nombre de varie´te´s Y parame´tre´es
par S(P ) pour lesquelles Y (Q) 6= ∅. Le cardinal #S(P ) e´tant facile a` estimer, nous
obtenons le re´sultat suivant.
Corollaire 1.2. — Lorsque P > 2, on a
Nglob(P ) = #S(P ) +O
(
P 3
logP
)
=
864
π6
P 3 +O
(
P 3
logP
)
.
En particulier, on a une proportion asymptotique de 100% des varie´te´s Y qui ont des Q-
points.
Remerciements. — Pendant l’e´laboration de cet article, le premier auteur a e´te´ soutenu
par un IUF junior et le projet ANR (PEPR), tandis que le second auteur a e´te´ soutenu
par la bourse ERC 306457.
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2. L’obstruction Brauer–Manin
Nous rappelons quelques points cle´s du travail de Colliot-The´le`ne [3], sur les varie´te´s Y
de´finies en (1.1), lorsque (a, b, c) appartient a` l’ensemble S de´fini en (1.2).
Selon [3, Prop. 5.1(c)], on a Y (Q) 6= ∅ s’il existe un nombre premier p tel qu’aucun
des a, b, ab ne soit pas un carre´ dans Q∗p. Supposons que pour chaque premier p l’un au
moins des a, b ou ab est un carre´ dans Q∗p, alors il de´coule de [3, Prop. 5.1(d)] que Y (Q) = ∅
si, et seulement si, ∑
p
a6∈Q∗p
2
[c, b]p ≡ 1 (mod2).
Ici [·, ·]p : Q∗p × Q∗p → Z/2Z est de´fini par (·, ·)p = (−1)[·,·]p, ou` (·, ·)p est le symbole de
Hilbert.
Lorsque (a, b, c) ∈ Z3, nous conside´rons
f(a, b) =
{
1, si a, b ou ab est dans Q∗p
2 pour tout p,
0, sinon,
et
h(a, b, c) =
∏
p
a6∈Q∗p
2
(c, b)p. (2.1)
Notre proble`me est donc d’e´valuer, lorsque P tend vers l’infini, la quantite´
NBr(P ) =
∑
(a,b,c)∈S(P )
f(a, b)
2
(
1− h(a, b, c))
=
1
2
(N1(P )−N2(P )) ,
(2.2)
ou` les de´finitions de N1(P ) et N2(P ) sont e´videntes. Notre analyse de N1(P ) et N2(P ) est
inspire´e du travail de Friedlander et Iwaniec [4].
Nous commenc¸ons avec l’observation
N1(P ) =
∑
(a,b,c)∈S(P )
f(a, b) =

 ∑
(a,b)∈Z2
|a|,|b|6P
µ2(a)µ2(b)f(a, b)


( ∑
16c6P
µ2(c)
)
,
ou` µ est la fonction de Mo¨bius. Nous e´tendons la de´finition de la fonction µ de telle sorte
que µ(0) = 0. Le deuxie`me facteur est facile a` estimer. Il vient
N1(P ) =
6P
π2
∑
(a,b)∈Z2
|a|,|b|6P
µ2(a)µ2(b)f(a, b) +O(P
5
2 ). (2.3)
Il est clair que l’un au moins des a, b ou ab est un carre´ dans Q∗p pour chaque premier
p ∤ 2ab. Quand p = 2 et ab est impair, la condition relative a` p = 2 contenue dans f(a, b)
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est que l’un au moins des a, b or ab est congru a` 1 modulo 8. Rappelant que a, b sont des
entiers sans facteur carre´, nous avons alors l’e´galite´
f(a, b) = f2(a, b)
∏
p|a
p∤2b
1
2
(
1 +
(
b
p
))∏
p|b
p∤2a
1
2
(
1 +
(
a
p
))
×
∏
p|gcd(a,b)
p 6=2
1
2
(
1 +
(
ab/(a, b)2
p
))
,
(2.4)
avec
f2(a, b) =


1, si 2 ∤ ab et 1 ∈ {a, b, ab} (mod 8),
1, si 2 | a et b ≡ 1 (mod 8),
1, si 2 | b et a ≡ 1 (mod 8),
1, si 2 | (a, b), ab ≡ 4 (mod 32),
0, sinon.
Avec ϑ de´fini sur les impairs par ϑ(k) = 1 si k ≡ 3 (mod 4) et ϑ(k) = 0 si k ≡ 1 (mod 4),
la loi de re´ciprocite´ quadratique s’e´nonce, lorsque k et ℓ sont des nombres entiers impairs
premiers entre eux, sous la forme(
k
ℓ
)(
ℓ
k
)
= (−1)ϑ(k)ϑ(ℓ). (2.5)
Nous terminons cette section par quelques mots sur les symboles de Hilbert (cf. [6, §3]).
Soit p un nombre premier et x, y ∈ Q∗p. Supposant que x = pξu et y = pηv, ou` u, v sont
des p-unite´s, alors pour tout p > 2 nous avons
(x, y)p = (−1)ξηϑ(p)
(
u
p
)η (
v
p
)ξ
, (2.6)
tandis que lorsque p = 2, nous avons
(x, y)2 = (−1)ϑ(u)ϑ(v)+
ξ(v2−1)
8
+
η(u2−1)
8 . (2.7)
3. Lemmes techniques
Lorsque ν ∈ Z>0, nous conside´rons
ϕν(r) =
∏
p|r
(
1 +
ν
2p
)−1
.
Nous aurons besoin de [4, Cor. 2], concernant
Cν(x; a, d, r, q, χ) =
∑
n6x
(n,d)=1
n≡a (mod r)
µ2(n)χ(n)
2ω(n)
ϕν(n),
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ou` χ est un caracte`re modulo q et ω(n) de´signe le nombre de facteurs premiers distincts
de n. Posons
cν(r) = cν(1)
∏
p|r
(
1 +
ϕν(p)
2p
)−1
,
avec
cν(1) =
1√
π
∏
p
(
1 +
ϕν(p)
2p
)(
1− 1
p
) 1
2
.
Notons aussi δ la fonction caracte´ristique des caracte`res principaux.
Lemme 3.1. — Soient A > 0 fixe´ et ν ∈ {0, 1, 2}. Lorsque a, d, r, q sont des entiers
satisfaisant (a, r) = (d, rq) = (r, q) = 1, x > 2 et χ est un caracte`re modulo q, on a
Cν(x; a, d, r, q, χ) = δ(χ)
cν(drq)
ϕ(r)
x√
log x
{
1 +O
(
(log 3drq)
3
2
log x
)}
+O
(
τ(d)rqx
(log x)A
)
.
De´monstration. — Dans [4, Cor. 2], ce re´sultat est de´montre´ pour ν = 0, la condition
supple´mentaire (a, q) = 1 e´tant inutile. Les cas ν = 1, 2 se de´montrent de la meˆme
manie`re.
Soient x = (x1, x2), a = (a1, a2), d = (d1, d2), r = (r1, r2) et q = (q1, q2). Du Lemme 3.1,
nous de´duisons l’estimation de la somme
Q(x; a,d, r,q, χ1, χ2) =
∑
(n1,n2)∈N2
ni6xi
(ni,di)=1,(n1,n2)=1
ni≡ai (mod r)
µ2(n1n2)
χ1(n1)χ2(n2)
2ω(n1n2)
,
ou` les χi sont des caracte`res modulo qi.
Corollaire 3.2. — Soit A > 0 fixe´. Lorsque a1, a2, d1, d2, r, q1, q2 sont des entiers
satisfaisant (ai, r) = (di, qi) = (r, d1d2q1q2) = 1, xi > 2 et χi sont des caracte`res modulo qi,
on a
Q(x; a,d, r,q, χ1, χ2) = δ(χ1)δ(χ2)
c(d, r)
ϕ(r)2
x1x2√
log x1 log x2
{
1 +O
(
(log 3d1d2rq1q2)
3
2
logmin{x1, x2}
)}
+O
(
τ(d1d2)rq1q2x1x2
(logmin{x1, x2})A
)
,
avec
c(d, r) =
6
π3
ϕ1(d1r)ϕ1(d2r)
ϕ1(d1d2r)2
ϕ2(d1d2r).
De´monstration. — Notons Q la quantite´ a` estimer. Une interversion de Mo¨bius fournit
Q =
∑
n∈N
(n,d1d2rq1q2)=1
µ(n)χ1(n)χ2(n)
4ω(n)
C0
(x1
n
;n−1a1, d1n, r, q1, χ1
)
C0
(x2
n
;n−1a2, d2n, r, q2, χ2
)
.
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Nous pouvons restreindre la sommation aux entiers n 6 T ou` T = (logmin{x1, x2})A2 , la
contribution comple´mentaire e´tant majore´e par O(x1x2/T ). Nous appliquons ensuite le
Lemme 3.1 avec ν = 0. Il vient
Q = δ(χ1)δ(χ2)
∑
n6T
(n,d1d2r)=1
µ(n)c0(d1nr)c0(d2nr)x1x2
4ω(n)n2ϕ(q)2
√
log x1 log x2
{
1 +O
(
(log 3d1d2rq1q2)
3
2
log(min{x1, x2})
)}
+O
(
τ(d1d2)rq1q2x1x2T
(log(min{x1, x2}))A +
x1x2
T
)
= δ(χ1)δ(χ2)
c(d, r)x1x2
ϕ(q)2
√
log x1 log x2
{
1 +O
(
(log 3d1d2rq1q2)
3
2
logmin{x1, x2}
)}
+O
(
τ(d1d2)rq1q2x1x2
(logmin{x1, x2})A2
)
.
Ici nous avons
c(d, r) = c0(d1r)c0(d2r)
∑
n∈N
(n,d1d2r)=1
µ(n)ϕ1(n)
2
4ω(n)n2
=
1
π
ϕ1(d1r)ϕ1(d2r)
∏
p|d1d2r
(
1− 1
(2p+ 1)2
)−1∏
p
(
1− 1
p2
)
=
6
π3
ϕ1(d1r)ϕ1(d2r)
ϕ2(d1d2r)
ϕ1(d1d2r)2
,
ce qui fournit donc le re´sultat quitte a` modifier la valeur du parame`tre A.
Lorsque q1q2 est grand, le Corollaire 3.2 est inutilisable. Nous aurons besoin ainsi du
re´sultat suivant [4, Lemme 2].
Lemme 3.3. — Soient {αm}m∈N, {βn}n∈N des suites de nombres complexes telles que
|αm|, |βn| 6 1, dont le support est inclus dans les nombres impairs. Lorsque M,N > 1, on
a ∑
m6M
∑
n6N
αmβn
( n
m
)
≪ (MN 56 +NM 56 )(log 3MN) 76 .
4. E´tude de N1(P )
Pour estimer N1(P ) a` partir de (2.3), nous conside´rons
T (P ) =
∑
(a,b)∈Z2
|a|,|b|6P
µ2(a)µ2(b)f(a, b).
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Lorsque ε = (ε1, ε2) ∈ {±1}2 et α, β ∈ {0, 1}, nous notons T (P ;α, β, ε) la contribution
dans T (P ) des couples (a, b) tels que 2α ‖ a et 2β ‖ b, ε1a > 0, ε2b > 0. Les couples
(a2−v2(a), b2−v2(b)) appartiennent a` un ensemble Eα,β modulo 8, avec
E0,0 = {(1,±1), (1,±3), (−1,±1), (±3, 1), (±3,±3)},
E1,0 = {(±1, 1), (±3, 1)},
E0,1 = {(1,±1), (1,±3)},
E1,1 = {(±1,±1), (±3,±3)}.
(4.1)
Lorsque ε ∈ {±1}2 et (a2−α, b2−β) ≡ (a0, b0) (mod 8) avec (a0, b0) ∈ Eα,β, ε1a > 0, et
ε2b > 0, la formule (2.4) s’e´crit aussi
µ2(a)µ2(b)f(a, b) =
∑
(k,k′,ℓ,ℓ′,m,m′)∈N6
a=ε12αkk′mm′
b=ε22βℓℓ′mm′
µ2(2kk′mm′ℓℓ′)
2ω(kk′ℓℓ′mm′)
(
b
k
)(a
ℓ
)(ab/(a, b)2
m
)
. (4.2)
Il vient
T (P ;α, β, ε) =
∑
(a0,b0)∈Eα,β
∑
(k,k′,ℓ,ℓ′,m,m′)∈N6
2αkk′mm′,2βℓℓ′mm′6P
(ε1kk′mm′,ε2ℓℓ′mm′)≡(a0,b0) (mod 8)
µ2(2kk′mm′ℓℓ′)
2ω(kk′ℓℓ′mm′)
×
(
ε22
βℓℓ′mm′
k
)(
ε12
αkk′mm′
ℓ
)(
ε1ε22
α+βkk′ℓℓ′
m
)
.
La loi de re´ciprocite´ quadratique (2.5) et la multiplicativite´ des caracte`res fournissent(
ε22
βℓℓ′mm′
k
)(
ε12
αkk′mm′
ℓ
)(
ε1ε22
α+βkk′ℓℓ′
m
)
= u
(
ℓ′
k
)(
k′
ℓ
)(
ℓ′k′
m
)(
m′
kℓ
)
, (4.3)
avec
u = u(k, ℓ,m) = (−1)ϑ(k)ϑ(ℓ)+ϑ(k)ϑ(m)+ϑ(m)ϑ(ℓ)
(
ε22
β
km
)(
ε12
α
ℓm
)
. (4.4)
Un calcul simple fournit le re´sultat suivant.
Lemme 4.1. — Lorsque (k, ℓ) ≡ (k0, ℓ0) (mod 8) et (ε1k0m, ε2ℓ0m) ∈ Eα,β, on a
u(k, ℓ,m) = (−1)ϑ(ε1k0m)ϑ(ε2ℓ0m)+ϑ(ε1)ϑ(ε2)+ϑ(m).
De´monstration. — Nous avons toujours(
2β
k0m
)(
2α
ℓ0m
)
= 1.
En effet, le cas (α, β) = (0, 0) e´tant trivial, regardons le cas (α, β) = (1, 0). Il de´coule
de (4.1) que ε2ℓ0m ≡
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sont identiques pour (α, β) = (0, 1) ou (1, 1). Nous avons donc bien l’expression attendue.
Comme ( ε2
km
)( ε1
ℓm
)
= (−1)ϑ(k0m)ϑ(ε2)+ϑ(ℓ0m)ϑ(ε1),
nous avons
u(k, ℓ,m) = (−1)ϑ(k)ϑ(ℓ)+ϑ(k)ϑ(m)+ϑ(m)ϑ(ℓ)+ϑ(k0m)ϑ(ε2)+ϑ(ℓ0m)ϑ(ε1)
= (−1)ϑ(ε1k0m)ϑ(ε2ℓ0m)+ϑ(ε1)ϑ(ε2)+ϑ(m),
ce qui fournit le re´sultat recherche´.
Nous reprenons la de´marche de´veloppe´e dans [4]. Pour cela, nous conside´rons
V = (logP )B,
ou` B est un parame`tre qui sera choisi suffisamment grand en fonction de la valeur de A
prise dans les applications du Corollaire 3.2.
La contribution a` T (P ;α, β, ε) des couples d’entiers (a, b) tels quemm′ > V est≪ P 2/V .
Dore´navant, nous nous restreignons au cas mm′ 6 V .
La contribution a` T (P ;α, β, ε) des couples d’entiers (a, b) tels que k 6 V et k′ 6 V est
≪ PV 2 logP . De meˆme lorsque ℓ 6 V et ℓ′ 6 V .
Graˆce au Lemme 3.3, du fait de la pre´sence du facteur ( ℓ
′
k
), la contribution du cas ℓ′ > V
et k > V est
≪
∑
mm′6V
∑
ℓ6P/(mm′V )
∑
k′6P/(mm′V )
P 2
mm′k′ℓ
{(
P
mm′ℓ
)− 1
6
+
(
P
mm′k′
)− 1
6
}
(logP )
7
6
≪ P 2V − 16 (logP ) 136 (log V )2,
ce qui suffit lorsque B > 25. Nous avons la meˆme majoration lorsque ℓ > V et k′ > V
graˆce a` la pre´sence du facteur (k
′
ℓ
).
Il nous reste a` traiter le cas k, ℓ 6 V ou k′, ℓ′ 6 V . Dans le premier cas, nous sommes
amene´s a` conside´rer lorsque (ε1mm
′kk′0, ε2mm
′ℓℓ′0) ∈ Eα,β la somme
Tk,ℓ(k
′
0, ℓ
′
0, m,m
′) =
∑
(k′,ℓ′)∈N2
k′6P/(2αmm′k),ℓ′6P/(2βmm′ℓ)
(k′,ℓ′)=(k′ℓ′,mm′kℓ)=1
(k′,ℓ′)≡(k′0,ℓ
′
0) (mod 8)
µ2(k′)
2ω(k′)
µ2(ℓ′)
2ω(ℓ′)
(
ℓ′
km
)(
k′
ℓm
)
,
alors que, dans le deuxie`me cas, nous estimerons lorsque (ε1mm
′k0k
′, ε2mm
′ℓ0ℓ
′) ∈ Eα,β la
somme
T ′k′,ℓ′(k0, ℓ0, m,m
′) =
∑
(k,ℓ)∈N2
k6P/(2αmm′k′),ℓ6P/(2βmm′ℓ′)
(k,ℓ)=(kℓ,mm′k′ℓ′)=1
(k,ℓ)≡(k0,ℓ0) (mod 8)
µ2(k)
2ω(k)
µ2(ℓ)
2ω(ℓ)
(
ℓ′m′
k
)(
k′m′
ℓ
)
.
En effet u(k, ℓ,m) = u(k0, ℓ0, m), lorsque (k, ℓ) ≡ (k0, ℓ0) (mod 8), ne de´pend pas de (k, ℓ).
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Nous avons
Tk,ℓ(k
′
0, ℓ
′
0, m,m
′) = Q
(
P
2αmm′k
,
P
2βmm′ℓ
; k′0, ℓ
′
0, m
′k,m′ℓ, 8, ℓm, km, χℓm, χkm
)
,
ou` χn(·) =
(
·
n
)
. Cette somme peut donc eˆtre estime´e graˆce au Corollaire 3.2. Nous
obtenons
Tk,ℓ(k
′
0, ℓ
′
0, m,m
′) =
1k=ℓ=m=1
22+α+βπ3
ϕ2(m
′)
m′2
P 2
logP
{
1 +O
( log(2m′)
logP
)}
+O
(
P 2τ(kl)
(logP )A
)
,
ou` nous avons utilise´ la formule c(m′, m′, 8, 1, 1) = 4ϕ2(m
′)/π3.
De meˆme, posant
u′(k0, ℓ0, m
′) = (−1)ϑ(ℓ0)ϑ(k′m′)+ϑ(k0)ϑ(ℓ′m′),
nous obtenons graˆce a` (2.5)
T ′k′,ℓ′(k0, ℓ0, m,m
′) = u′(k0, ℓ0, m
′)Tk′,ℓ′(k0, ℓ0, m
′, m)
=
1k′=ℓ′=m′=1
22+α+βπ3
ϕ2(m)
m2
P 2
logP
{
1 +O
( log(2m)
logP
)}
+O
(
P 2τ(k′ℓ′)
(logP )A
)
.
Enfin, nous en de´duisons
T (P, α, β, ε) =
1
π3
(∑
m∈N
2∤m
µ2(m)ϕ2(m)
2ω(m)m2
τα,β(m)
) P 2
logP
{
1 +O
( 1
logP
)}
+O
(
P 2(log V )3
{
V 3
(logP )A
+
(logP )
13
6
V
1
6
})
,
avec
τα,β(m) =
#Eα,β
2α+β
+
∑
ε1,ε2∈{±1}
(k0,ℓ0)∈(Z/8Z)2
(ε1k0m,ε2ℓ0m)∈Eα,β (mod 8)
u(k0, ℓ0, m)
22+α+β
,
ou` u a e´te´ de´fini en (4.4).
Graˆce a` (4.1), nous avons ∑
(α,β)∈{0,1}2
#Eα,β
2α+β
= 15.
Le Lemme 4.1 et les e´galite´s (4.1) fournissent ainsi∑
(α,β)∈{0,1}2
τα,β(m) = 15 +
∑
(α,β)∈{0,1}2
∑
ε1,ε2∈{±1}
(u0,v0)∈Eα,β (mod 8)
(−1)ϑ(ε1)ϑ(ε2)
22+α+β
(−1)ϑ(u0)ϑ(v0)+ϑ(m)
= 15 + (−1)ϑ(m)
∑
(α,β)∈{0,1}2
1
21+α+β
∑
(u0,v0)∈Eα,β (mod 8)
(−1)ϑ(u0)ϑ(v0)
= 15 + 5(−1)ϑ(m).
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Un simple calcul fournit∑
m∈N
2∤m
zϑ(m)µ2(m)ϕ2(m)
2ω(m)m2
=
∏
p>2
(
1 +
zϑ(p)
2p(p+ 1)
)
, (z ∈ {±1}).
En choisissant A = 81 and B = 26, nous obtenons
T (P ) = C
P 2
logP
{
1 +O
( 1
logP
)}
,
ou`
C =
15
π3
∏
p>2
(
1 +
1
2p(p+ 1)
)
+
5
π3
∏
p>2
(
1 +
(−1)ϑ(p)
2p(p+ 1)
)
.
A` partir de (2.3), il vient ainsi
N1(P ) =
6C
π2
P 3
logP
{
1 +O
( 1
logP
)}
. (4.5)
5. E´tude de N2(P )
Notre objectif dans cette section est d’estimer la somme
N2(P ) =
∑
(a,b,c)∈S(P )
f(a, b)h(a, b, c).
Les calculs sont plus complique´s que pour l’estimation de N1(P ) mais rele`vent des meˆmes
me´thodes.
Lorsque f(a, b) 6= 0, nous aurons besoin d’une expression simple de la fonction h(a, b, c)
de´finie en (2.1). Comme (c, b)p = 1 pour tout nombre premier impair p ne divisant pas bc,
nous avons
h(a, b, c) =
∏
p|2bc
a6∈Q∗p
2
(c, b)p.
Rappelons la de´finition (1.2) de S. Nous parame´trons les (a, b, c) ∈ S par
a = ε12
αd0d12d13a
′, b = ε22
βd0d12d23b
′, c = 2γd0d13d23c
′, (5.1)
avec dij, d0, a
′, b′, c′ des nombres impairs, α, β, γ ∈ {0, 1} et les conditions de coprimalite´
(d12, d13) = 1, (d12, d23) = 1, (d13, d23) = 1,
(a′b′c′, d12d13d23) = (a
′, b′c′) = (b′, c′) = 1.
Nous e´crivons h(a, b, c) = h1(a, b, c)h2(a, b, c), avec h1(a, b, c) le produit sur les p impairs
et la quantite´ h2(a, b, c) de´signant le facteur lie´ a` p = 2. Les deux re´sultats suivants
concernent leur calcul explicite.
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Lemme 5.1. — Lorsque (a, b, c) ∈ S et f(a, b) 6= 0, on a
h1(a, b, c) =
1
2ω(c′)
∑
nn′n′′n′′′=c′
u˜
(
a′
nn′′
)(
b′
n′n′′d0d13
)
,
ou`
u˜ = u˜(n, n′, n′′, n′′′, d0, d12, d13, d23)
= µ(n′′)(−1)ϑ(d0d12)ϑ(d0d13nn′)
(
ε12
αd13
nn′′
)(
ε22
βd23
n′n′′
)(
ε22
β
d0d13
)(
2γn′′n′′′
d0d12
)(
d23
d12d13
)
.
De´monstration. — Lorsque a, b, c sont sans facteur carre´ et p | a, alors a 6∈ Q∗p2. De plus,
lorsque p ∤ a et p | b, le fait que f(a, b) 6= 0 implique que a est un carre´ dans Q∗p ce qui est
exclu. Lorsque p ∤ a, nous nous restreignons a` p ∤ b et donc p | c et (a
p
) = −1. Ainsi d’apre`s
(2.6), nous avons (c, b)p = (
b
p
). Il vient
h1(a, b, c) =
∏
p|(bc,a)
p>2
(c, b)p
∏
p|c
p∤2ab
1
2
{
1 +
(
a
p
)
+
(
b
p
)
−
(
ab
p
)}
.
En de´veloppant le produit, nous obtenons
h1(a, b, c) =
1
2ω(c′)
∏
p|(bc,a)
p>2
(c, b)p
∑
nn′n′′n′′′=c′
µ(n′′)
(a
n
)( b
n′
)(
ab
n′′
)
.
De plus, nous avons∏
p|(bc,a)
p>2
(c, b)p =
∏
p|d0
(−1
p
)(
bc/p2
p
) ∏
p|(a,b)
p∤2c
(
c
p
) ∏
p|(a,c)
p∤2b
(
b
p
)
=
(−1
d0
)(
bc/d20
d0
) ∏
p|(a,b)
p∤2c
(
c
p
) ∏
p|(a,c)
p∤2b
(
b
p
)
.
En utilisant les notations (5.1), nous obtenons∏
p|(bc,a)
p>2
(c, b)p =
(−1
d0
)(
ε22
β+γb′c′d12d13
d0
)(
2γd0d13d23c
′
d12
)(
ε22
βd0d12d23b
′
d13
)
=
(
ε22
βb′
d0d13
)(
2γc′
d0d12
)(
d23
d12d13
)
(−1)ϑ(d0d12)ϑ(d0d13),
puisque la loi de re´ciprocite´ quadratique (2.5) fournit(−1
d0
)(
d12d13
d0
)(
d0d13
d12
)(
d0d12
d13
)
= (−1)ϑ(d0d12)ϑ(d0d13).
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Cela implique ainsi
h1(a, b, c) =
1
2ω(c′)
∑
nn′n′′n′′′=c′
µ(n′′)
(a
n
)( b
n′
)(
ab
n′′
)
×
(
ε22
βb′
d0d13
)(
2γc′
d0d12
)(
d23
d12d13
)
(−1)ϑ(d0d12)ϑ(d0d13).
Puis, prenant u˜ comme dans l’e´nonce´ du lemme, nous obtenons le re´sultat attendu apre`s
calcul de ( nn
′
d0d12
)(d0d12
nn′
) par la loi de re´ciprocite´ quadratique (2.5).
Lemme 5.2. — Lorsque (a, b, c) ∈ S, f(a, b) 6= 0 et
(a, b, c) = (2αu, 2βv, 2γw),
avec u, v, w impair, on a
h2(a, b, c) =


1, si a ≡ 1 (mod 8),
1, si 2 | a et b ≡ 1 (mod 8),
(−1)ϑ(v)ϑ(w)+ γ(v
2
−1)
8
+w
2
−1
8 , si 2 | (a, b) et uv ≡ 1 (mod 8),
(−1)ϑ(b)ϑ(w)+ γ(b
2
−1)
8 , si a ≡ 3, 5, 7 (mod8) et 1 ∈ {b, ab} (mod 8),
0, sinon.
De´monstration. — Si a ≡ 1 (mod 8) alors a ∈ Q∗22 et ainsi h2(a, b, c) = 1. Si 2 | a et 2 ∤ b,
alors f(a, b) 6= 0 implique b ≡ 1 (mod 8). La formule (2.7) implique encore h2(a, b, c) = 1.
Si 2 | (a, b), alors f(a, b) 6= 0 implique ab ≡ 4 (mod 32). Donc la formule (2.7) implique le
re´sultat. Si a ≡ 3, 5, 7 (mod8), alors f(a, b) 6= 0 implique que b est impair et que b ou ab
est congru a` 1 (mod 8). Lorsque c = 2γw, la formule (2.7) implique le re´sultat.
Il est clair que la valeur de h2(a, b, c) ne de´pend que de la valeur modulo 8 de (u, v, w)
et des valuations 2-adiques α, β, γ.
Avec les notations (5.1), nous avons
a/(a, b) = ε12
α−min{α,β}a′d13, b/(a, b) = ε22
β−min{α,β}b′d23, (a, b) = 2
min{α,β}d0d12.
Dans la sommation (4.2), nous remplac¸ons (k, k′, ℓ, ℓ′, m,m′) par
(kk13, k
′k′13, ℓℓ23, ℓ
′ℓ′23, m0m12, m
′
0m
′
12),
tels que
kk′ = a′, k13k
′
13 = d13, ℓℓ
′ = b′, ℓ23ℓ
′
23 = d23, m0m
′
0 = d0, m12m
′
12 = d12. (5.2)
Lorsque (a2−α, b2−β) ≡ (a0, b0) (mod 8) avec (a0, b0) ∈ Eα,β, ε1a > 0, ε2b > 0 ou` ε ∈ {±1}2,
la formule (4.2) s’e´crit aussi
f(a, b) =
1
2ω(2−α−βab)
∑(ε22βℓℓ′ℓ23ℓ′23m0m′0m12m′12
kk13
)
×
(
ε12
αkk′k13k
′
13m0m
′
0m12m
′
12
ℓℓ23
)(
ε1ε22
α+βkk′k13k
′
13ℓℓ
′ℓ23ℓ
′
23
m0m12
)
.
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avec a = ε12
αkk′k13k
′
13m0m
′
0m12m
′
12 et b = ε22
βℓℓ′ℓ23ℓ
′
23m0m
′
0m12m
′
12 satisfaisant (5.2). La
formule (4.3) fournit alors
f(a, b) =
1
2ω(2−α−βab)
∑
u(kk13, ℓℓ23, m0m12)v(k, ℓ, k13, k
′
13, ℓ23, ℓ
′
23, m0m12, m
′
0m
′
12)
×
(
ℓ′
k
)(
k′
ℓ
)(
k
ℓ′23m
′
0m
′
12
)(
k′
ℓ23m0m12
)(
ℓ
k′13m
′
0m
′
12
)(
ℓ′
k13m0m12
)
,
avec
v = v(k, ℓ, k13, k
′
13, ℓ23, ℓ
′
23, m0m12, m
′
0m
′
12)
=
(
ℓ′23
k13m0m12
)(
k′13
ℓ23m0m12
)(
m′0m
′
12
k13ℓ23
)
(−1)ϑ(k′13m′0m′12)ϑ(ℓ)+ϑ(ℓ′23m′0m′12)ϑ(k).
Le parame´trage (5.2) fournit aussi
h1(a, b, c) =
1
2ω(c′)
∑
nn′n′′n′′′=c′
u˜
(
kk′
nn′′
)(
ℓℓ′
n′n′′m0m′0k13k
′
13
)
,
graˆce au Lemme 5.1.
Lorsque (a2−α, b2−β, c2−γ) ≡ (u0, v0, w0) (mod 8) avec (u0, v0) ∈ Eα,β, ε1a > 0, ε2b > 0
ou` ε ∈ {±1}2, nous devons donc sommer le terme
f(a, b)h(a, b, c) =
∑ u˜1
2ω(2−α−β−γabc)
(
kk′
nn′′
)(
ℓℓ′
n′n′′m0m′0k13k
′
13
)(
ℓ′
k
)(
k′
ℓ
)
×
(
k
ℓ′23m
′
0m
′
12
)(
k′
ℓ23m0m12
)(
ℓ
k′13m
′
0m
′
12
)(
ℓ′
k13m0m12
)
=
∑ u˜1
2ω(2−α−β−γabc)
(
kk′
nn′′
)(
ℓℓ′
n′n′′
)(
ℓ′
k
)(
k′
ℓ
)
×
(
k
ℓ′23m
′
0m
′
12
)(
k′
ℓ23m0m12
)(
ℓ
k13m0m
′
12
)(
ℓ′
k′13m
′
0m12
)
,
avec des sommations sur les entiers satisfaisant (5.2) et c′ = nn′n′′n′′′, ou`
u˜1 = u˜1(k, k
′, ℓ, ℓ′, k13, k
′
13, ℓ23, ℓ
′
23, m0, m
′
0, m12, m
′
12)
= u(kk13, ℓℓ23, m0m12)v(k, ℓ, k13, k
′
13, ℓ23, ℓ
′
23, m0m12, m
′
0m
′
12)
× u˜(n, n′, n′′, n′′′, m0m′0, m12m′12, k13k′13, ℓ23ℓ′23)h2(a, b, c).
Ici, nous avons
a = ε12
αkk′k13k
′
13m0m
′
0m12m
′
12,
b = ε22
βℓℓ′ℓ23ℓ
′
23m0m
′
0m12m
′
12,
c = 2γnn′n′′n′′′k13k
′
13ℓ23ℓ
′
23m0m
′
0.
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La sommation sur (a, b, c) s’ope`re de la meˆme manie`re que pour N1(B). Quitte a` ne´gliger
une contribution englobe´e dans le terme d’erreur, nous pouvons supposer que
m0m
′
0m12m
′
12 6 V, k13k
′
13 6 V, ℓ23ℓ
′
23 6 V,
avec V = (logP )B. Puis en appliquant le Lemme 3.3 du fait du facteur
(
ℓ′
k
) (
k′
ℓ
)
, nous
pouvons nous restreindre au cas k, ℓ 6 V ou k′, ℓ′ 6 V . De meˆme, graˆce au Lemme 3.3 et
le facteur ( kk
′
nn′′
)( ℓℓ
′
n′n′′
), nous pouvons de´sormais supposer que n, n′, n′′ 6 V .
Le facteur u˜1 ne de´pend pas de k, ℓ, k
′, ℓ′ mais seulement de leur valeur modulo 8. En
fixant (k′, ℓ′) ≡ (k′0, ℓ′0) (mod 8), la somme sur (k′, ℓ′) lorsque k, ℓ 6 V a` estimer est
Q
(
P
2αm0m′0m12m
′
12kk13k
′
13
,
P
2βm0m′0m12m
′
12ℓℓ23ℓ
′
23
; k′0, ℓ
′
0,d, 8,q, χq1, χq2
)
, (5.3)
avec
q1 = ℓ23m0m12nn
′′ℓ, q2 = k
′
13m
′
0m12n
′n′′k,
d1 = n
′n′′′m′0m
′
12kk13k
′
13ℓ
′
23, d2 = nn
′′′m0m
′
12k13ℓℓ23ℓ
′
23.
Respectivement, en fixant (k, ℓ) ≡ (k0, ℓ0) (mod 8), la somme sur (k, ℓ) a` estimer lorsque
k′, ℓ′ 6 V est
Q
(
P
2αm0m′0m12m
′
12k
′k13k′13
,
P
2βm0m′0m12m
′
12ℓ
′ℓ23ℓ′23
; k0, ℓ0,d
′, 8,q′, χq′1, χq′2
)
, (5.4)
avec
q′1 = m
′
0m
′
12nn
′′ℓ′ℓ′23, q
′
2 = k13m0m
′
12n
′n′′k′,
d′1 = n
′n′′′m0m12k
′k13k
′
13ℓ23, d
′
2 = nn
′′′m′0m12k
′
13ℓℓ23ℓ
′
23.
La contribution principale provient du cas ou` les deux modules q1, q2 (resp. q
′
1, q
′
2) des
caracte`res somme´s sont e´gaux a` un. Apre`s cette sommation, il reste quatre variables a`
sommer (n′′′, k13, ℓ
′
23, m
′
12) (resp. (n
′′′, k′13, ℓ23, m12)).
Compte tenu du Corollaire 3.2, dans le premier cas, le terme principal obtenu pour
l’e´valuation de (5.3) est
1 ℓ23m0m12nn′′ℓ=1
k′13m
′
0m12n
′n′′k=1
u˜2(m
′
12)
π3
µ2(2k13ℓ
′
23)
22+α+β
ϕ2(k13ℓ
′
23m
′
12)
m′12
2ℓ′23k13
µ2(n′′′)ϕ2(n
′′′)
2ω(n
′′′ℓ′23k13m
′
12)
(
n′′′
m′12
)
× P
2
logP
{
1 +O
(
(log 2ℓ′23k13m
′
12)
3
2
logP
)}
,
avec
u˜2(m
′
12) = (−1)ϑ(m
′
12)ϑ(k13)
(
m′12
k13
)(
2γℓ′23
m′12
)
h2(ε12
αk′0k13m
′
12, ε22
βℓ′0ℓ
′
23m
′
12, 2
γn′′′k13ℓ
′
23).
Nous avons utilise´ ici la relation u(k13, 1, 1)(
ε22β
k13
) = 1, issue de (4.4).
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Ensuite nous sommons les n′′′ 6 P/(2γk13ℓ
′
23) congrus a` n
′′′
0 (mod 8) avec n
′′′
0 impair,
premiers a` 2k13ℓ
′
23 en appliquant le Lemme 3.1 avec ν = 2. Nous obtenons un terme
principal
1m′12=1
u˜2(1)
π3
µ2(2k13ℓ
′
23)
24+α+β+γ
ϕ2(k13ℓ
′
23)c2(2k13ℓ
′
23)
2ω(k13ℓ
′
23)(k13ℓ′23)
2
P 3
(logP )
3
2
{
1 +O
(
(log 2ℓ′23k13)
3
2
logP
)}
,
avec u˜2(1) = h2(ε12
αk′0k13, ε22
βℓ′0ℓ
′
23, 2
γn′′′0 k13ℓ
′
23). Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 5.3. — Soient z ∈ {±1} et
ν2(z) =
∑
(α,β,γ)∈{0,1}3
∑
(u0,v0)∈Eα,β (mod 8)
w0∈(Z/8Z)∗
zϑ(u0)ϑ(v0)
2α+β+γ
h2(2
αu0, 2
βv0, 2
γw0).
Alors ν2(z) = 68.
De´monstration. — Nous utilisons l’expression (4.1) pour les Eα,β et le Lemme 5.2 pour le
calcul de h2. La somme ν2(z) se de´compose sous la forme suivante
=


36, si α = 0, u0 ≡ 1 (mod 8),
12, si (α, β) = (1, 0), v0 ≡ 1 (mod 8),
0, si (α, β) = (1, 1),
16, si (α, γ) = (0, 0), u0 ≡ 3, 5, 7 (mod8),
4, si (α, γ) = (0, 1), u0 ≡ 3, 5, 7 (mod8).
Pour la troisie`me ligne, on a note´ que∑
w0∈(Z/8Z)∗
zϑ(w0)(−1)w
2
0−1
8 = 0,
ce qui ache`ve la de´monstration.
Ensuite, avec la notation de §3, nous avons
c2(2r) = c2(1)
∏
p|2r
(
1 +
1
2(p+ 1)
)−1
=
6
7
√
π
∏
p
(
1 +
1
2(p+ 1)
)(
1− 1
p
) 1
2
∏
p|r
(
1 +
1
2(p+ 1)
)−1
,
pour un impair r. Du Lemme 5.3, il de´coule la formule∑
(α,β,γ)∈{0,1}3
∑
ε1,ε2∈{±1}
(ε1k′0k13,ε2ℓ
′
0ℓ
′
23)∈Eα,β (mod 8)
n′′′0 ∈(Z/8Z)
∗
u˜2(1)
24+α+β+γ
=
ν2(1)
4
= 17.
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Puis enfin, nous sommons sur k13 et ℓ
′
23. Nous avons
∑
k13,ℓ′23∈N
µ2(2k13ℓ
′
23)ϕ2(k13ℓ
′
23)
2ω(k13ℓ
′
23)(k13ℓ′23)
2
∏
p|k13ℓ′23
(
1 +
1
2(p+ 1)
)−1
=
∏
p>2
(
1 +
1
p(p+ 3
2
)
)
.
Nous sommes donc amene´s a` une premie`re contribution de (5.3) a` N2(P ) e´gale a`
17× 6
7π
7
2
× 7
8
∏
p
(1− 1
p
)
1
2
(1 + 1
p
)
(
1 +
3
2p
+
1
p2
) P 3
(logP )
3
2
{
1 +O
(
1
logP
)}
. (5.5)
Nous passons maintenant a` la deuxie`me contribution, lie´e a` (5.4). Graˆce au Corol-
laire 3.2, lorsque (k, ℓ) ≡ (k0, ℓ0) (mod 8), le terme principal obtenu est
1 m′0m′12nn′′ℓ′ℓ′23=1
k13m0m′12n
′n′′k′=1
u˜3(m12)
π3
µ2(2k′13ℓ23)
22+α+β
ϕ2(k
′
13ℓ23m12)
m212ℓ23k
′
13
µ2(n′′′)ϕ2(n
′′′)
2ω(n
′′′ℓ23k′13m12)
(
n′′′
m12
)
× P
2
logP
{
1 +O
(
(log 2ℓ23k
′
13m12)
3
2
logP
)}
,
avec
u˜3(m12) = (−1)ϑ(ℓ0ℓ23m12)ϑ(k′13)u(k0, ℓ0ℓ23, m12)
(
ε22
β
k′13
)(
2γℓ23k
′
13
m12
)
× h2(ε12αk0k′13m12, ε22βℓ0ℓ23m12, 2γn′′′k′13ℓ23).
Ensuite, nous sommons les n′′′ 6 P/(2γk′13ℓ23) congrus a` n
′′′
0 (mod 8) avec n
′′′
0 impair, pre-
miers a` 2k′13ℓ
′
23 en appliquant le Lemme 3.1 avec ν = 2. Nous obtenons un terme principal
1m12=1
u˜3(1)
π3
µ2(2k′13ℓ23)
24+α+β+γ
ϕ2(k
′
13ℓ23)c2(2k
′
13ℓ23)
2ω(k
′
13ℓ23)(k′13ℓ23)
2
P 3
(logP )
3
2
{
1 +O
(
(log 2ℓ23k
′
13)
3
2
logP
)}
.
Nous avons
u˜3(1) = (−1)ϑ(ℓ0ℓ23)ϑ(k′13)u(k0, ℓ0ℓ23, 1)
(
ε22
β
k′13
)
h2(ε12
αk0k
′
13, ε22
βℓ0ℓ23, 2
γn′′′0 k
′
13ℓ23)
= u(k0k
′
13, ℓ0ℓ23, 1)h2(ε12
αk0k
′
13, ε22
βℓ0ℓ23, 2
γn′′′0 k
′
13ℓ23).
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ou` nous avons utilise´ la de´finition (4.4) de u. D’apre`s les Lemmes 4.1 et 5.3, nous avons∑
(α,β,γ)∈{0,1}3
∑
ε1,ε2∈{±1}
(ε1k0k′13,ε2ℓ0ℓ23)∈Eα,β (mod 8)
n′′′0 ∈(Z/8Z)
∗
u˜3(1)
24+α+β+γ
=
∑
(α,β,γ)∈{0,1}3
∑
ε1,ε2∈{±1}
(u0,v0)∈Eα,β (mod 8)
w0∈(Z/8Z)∗
(−1)ϑ(ε1)ϑ(ε2) (−1)
ϑ(u0)ϑ(v0)
24+α+β+γ
h2(2
αu0, 2
βv0, 2
γw0)
=
ν2(−1)
8
=
17
2
.
Puis enfin une sommation sur k13 et ℓ
′
23 fournit une deuxie`me contribution a` N2(P ) e´gale
a` la moitie´ de (5.5).
Pour conclure, nous avons montre´ la formule
N2(P ) =
153
8π
7
2
∏
p
(1− 1
p
)
1
2
(1 + 1
p
)
(
1 +
3
2p
+
1
p2
) P 3
(logP )
3
2
{
1 +O
(
1
logP
)}
.
En combinant, dans (2.2), cette estimation avec (4.5), nous achevons la de´monstration du
The´ore`me 1.1.
Re´fe´rences
[1] M. Bhargava, A positive proportion of plane cubics fail the Hasse principle. En pre´paration,
2012.
[2] R. de la Brete`che et T.D. Browning, Density of Chaˆtelet surfaces failing the Hasse principle.
Soumis, 2012. (arXiv:1210.4010)
[3] J.-L. Colliot-The´le`ne, Groupe de Brauer non ramifie´ d’espaces homoge`nes de tores. Soumis,
2012. (arXiv:1210.3644)
[4] J. Friedlander et H. Iwaniec, Ternary quadratic forms with rational zeros. J. The´or. Nombres
Bordeaux 22 (2010), 97–113.
[5] J.-J. Sansuc, Groupe de Brauer et arithme´tique des groupes alge´briques line´aires sur un
corps de nombres. J. reine angew. Math. 327 (1981), 12–80.
[6] J.-P. Serre, Cours d’arithme´tique, Collection SUP : Le Mathe´maticien, 2, Presses Universi-
taires de France, Paris, (1970) 188 pp.
R. de la Brete`che, Institut de Mathe´matiques de Jussieu, Universite´ Denis Diderot, Case Postale 7012,
F-75251 Paris CEDEX 13, France • E-mail : breteche@math.jussieu.fr
T.D. Browning, School of Mathematics, University of Bristol, Bristol, BS8 1TW, United Kingdom
E-mail : t.d.browning@bristol.ac.uk
